Probe klausur 07/08 

zu Aufgabe 7 


Fur x G {—1,1} ist / nicht definiert. Sei x £ {—1,1}. Es ist tan(^f^j-) = . 

Dieser Ausdruck ist genau dann nicht definiert, wenn der Nenner 0 ist. Dies ist genau 
dann der Fall, wenn G {(k + |)7r | k G Z} ist. 

Es gilt 

€ {(k + |)7r \ k GZ} 

= fc + ±fiireinA:GZ 
^ = ^±1 fur ein k G Z 
<=► x 2 - 1 = fur ein A: G Z 
x 2 — — 1 = 0 fiir ein k G Z 

x = 1±V f^ 4k+ ~ fiir ein k G Z. 


Es folgt, dass / fiir alle x G R \ {—1,1, ~ | k G Z} definiert ist. 

Die Funktion ist iiberall dort, wo sie definiert ist, stetig, denn sie ist die Komposition 
der stetigen Funktionen x t— > tan(x) und x i—> x ^ ±1. 


zu Aufgabe 8 

Die gegebene Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich zweimal differenzierbar. Ihre 
Ableitungen sind 

f'(x ) = (nx" _1 — x n ) exp(—x) und f"(x) = ( n(n — l)x n-2 — 2nx" -1 + x n ) exp(—x). 
Nullstellen hat f in xo G {0, n}. In xo = n ist 

/"(n) = (n(n — l)n” -2 — 2rm n_1 + n") exp(—n) = — n n_1 exp(—n) < 0, 
sodass hier ein lokales Maximum vorliegt. 



WS 07/08 


zu Aufgabe 7 

Sei x e 1. 1st x € /fl<Q), so gilt nach Annahme f(x) = g(x). Wir konnen also annehmen, 
dass x e R\Q ist. Da Q dicht in R liegt, gibt es eine Folge (x„), deren Glieder alle in Q 
liegen, und die den Grenzwert x hat. Es folgt /(x) = lun°f(x n ) = ^lirn^ g(x n ) = g(x), 
denn / und g sind stetig. 

zu Aufgabe 8 

Sei /(x) = s in( £2 ^), und sei g(x) = sin( 22 ^). Mit der Kettenregel gilt 
fix) = g\x) ■ ^(x) - * = ^'(x)(sin(^^))~5. 

Sei h(x) = Dann gilt wieder mit der Kettenregel 

g'{x) = h\x) cos(— S - - ~). 

x 

Mit der Quotientenregel gilt 

h'{x) x (~ sin ( :c ))- cos ( a: ) 

= l ^(-smW) - c°s(s) ^ cog(jc) cos(£) § 

' ' 2 x l x x 


Es folgt 



Nachklausur 07/08 

zu Aufgabe 7 


Sei / : R —► R definiert durch x ■—* x — exp(—x). 

1. Als Differenz differenzierbarer Funktionen ist / differenzierbar, und es gilt 
f'(x ) = 1 + exp(— x) fiir alle x G R. Da exp(y) > 0 fur alle y G R, folgt, dass 
f'(x) > 0 fur alle x G R ist. Somit ist / streng monoton wachsend, und somit 
injektiv. 

2. Es gilt x = e~ x genau dann, wenn f(x) = x — exp(— x) = 0 ist. Es sind 
/(0) = —1 und /(1) = 1 — i > 0. Da / als differenzierbare Funktion stetig 
ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz, dass es ein x 0 G [0,1] mit f(x 0 ) = 0 gibt. 
Fiir dieses x 0 gilt x 0 = e~ x °. Da / injektiv ist, gibt es genau ein x 0 G M mit 
f(xo) = 0, also genau ein x 0 G R, das die Gleichung x = e~ x erfiillt. 


zu Aufgabe 8 

Mogliche Extremwerte liegen vor, sofern f(x) = 0 ist. Es ist 

f(x) = — sin(a;) — (— sin(ar)2 cos(x)) = — sin(x) + sin(ar)2 cos(x) 

= sin(zr)(2cos(a:) — 1). 

Genau dann ist f(x) = 0, wenn sin(ar) = 0 oder 2 cos(x) — 1 = 0. Die einzigen 
Nullstellen von sin in [0, it] sind 0 und ir. 

Genau dann ist 2cos(x) — 1 = 0, wenn cos(x) = |. Es ist cos(|) = |, und da cos auf 
[0,7r] streng monoton fallend ist, folgt, dass | die einzige Nullstelle von 2cos(x) — 1 
in [0,7r] ist. Somit gilt 

/'(l)=0«XG{0, 

Es ist 

f"(x) = —2 sin 2 (x) + 2 cos 2 (x) — cos(x) 

= 2(cos 2 (x) — sin 2 (x)) — cos(x). 

Einsetzen der Nullstellen von f liefert 


/"(0) = 2(1 — 0) — 1 = 1 > 0 =>• 0 ist lokales Minimrun 

/"(|) = 2(| — |) — | = —| < 0 => | ist lokales Maximum 

/"(7r) = 2(1 — 0) + l= 3>0 => 7rist lokales Mi nimum. 
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Aufgabe 5 


Es gilt 

f(x) = -sin(x) - 2cos(x)(-sin(x)) = sin(x)(2cos(x) -1) 
und 

f"(x) = sin(x)(—2 sin(x)) + (2 cos(x) -1) cos(x) = 2(cos 2 (x) - sin 2 (x)) - cos(x) 
= 2 (cos 2 (x) - (1 - cos 2 (x))) - cos(x) = 4 cos 2 (x) - cos(x) - 2. 


Notwendig fur Nullstellen im Inneren ist f(x) = 0. Genau dann ist f'(x) = 0, wenn 
sin(x) = 0 oder 2 cos(x) - 1 = 0. Im Intervall [-7r,7r] ist dies genau dann der Fall, wenn 
x = 0,7T, -7r ist (dann ist sin(x) = 0), oder wenn x = ±| ist (dann ist cos(x) = ^). Es gilt 

/"(0) = 4-1-2 = 1>0 und/"(7r) = /"(-7r) = 4 + l-2 = 3>0. 


Somit hat / bei x = 0, n, —tt ein lokales Minimum. Damit sind auch die Stellen am Rand 
des Definitionsbereichs untersucht. Ferner gilt 




Somit liegt bei x = ein lokales Maximum vor. 


Aufgabe 6 

Sei / : [0,3] —> R definiert dmch f(x) = 2 X — x — 3 fur alle x € [0,3]. Es gilt /(0) = — 2 < 0 
und /(3) = 2 3 —3 —3 = 2>0. Da / stetig ist, gibt es mit dem Nullstellensatz von Bolzano 
ein xq € [0,3] mit f(x o) = 0. 



Aufgabe 8 


Wir berechnen das Integral mit partieller Integration. Es gilt 

b b 

f In (x)dx = |x 3 ln(x)| —f x 3 dx 

° =ff'(z) f( X ) 


= Jx 3 ln(a:)|^ - J ^dx 

= (T ln ( x )“5 a:3 )£ 


SS 09 

Aufgabe 5 


Die Funktion / ist auf dem Intervall [l,e] stetig. Es gilt /(1) — 1 — ln(l) = 1 — 0 > 0 
und /(e) = i — 1 < 0. Mit dem Nullstellensatz von Bolzano gibt es ein xo € (1, e), sodass 
f(x o) = 0 ist. Somit gibt es mindestens eine Nullstelle von / in [1, e]. Die Funktion / ist 
auch differenzierbar, und es gilt f(x) = —^ < 0 fur alle x 6 [1, e]. Somit ist / im 
Intervall [1, e] streng monoton fallend und stetig. Es folgt, dass / hochstens eine Nullstelle 
in [1, e] besitzt. Zusammen folgt, dass / genau eine Nullstelle in [1, e] besitzt. 

Aufgabe 6 

Die Funktion / ist auf R differenzierbar; daher geniigt es, diejenigen Stellen x mit f'(x) = 0 
zu betrachten. Es gilt 

f'(x) — (Ax — 1) exp(— x) — ( 2x 2 — x — 1) exp(— x) = (—2x 2 + 5x) exp(—x). 

Da exp(—x) > 0 fur alle x € R ist, folgt, dass f(x) = 0 genau dann gilt, wenn — 2x 2 +5x = 
(—2x + 5)x = 0 ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn x = 0 oder x = | ist. 

Die Funktion f ist auf R differenzierbar, und es gilt 

f"(x) = (—Ax + 5) exp(—x) — (—2x 2 + 5x) exp(—x) = (2x 2 — 9x + 5) exp(—x). 

Es ist /"(0) = 5exp(—x) > 0 und f"( |) = —5exp(—x) < 0. Somit hat / bei x = 0 ein 
lokales Minimum und bei x = | ein lokales Maximum. 
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Aufgabe 4 

Es gilt /(0) = | - 1| > 0 und /(4) = 3 + 12 - 16 = -1 < 0. 

Als Summe und Verknupfung stetiger Funktionen ist / stetig. Mit dem Nullstellensatz von 
Bolzano folgt, dass / in [0,4] eine Nullstelle besitzt. 

Aufgabe 5 

Seien f(x) = exp(x) — 1 — x und g(x) = sin 2 (x) fur i 6 R. Die Funktionen f und 
g sind auf einer Umgebung U von 0 definiert und stetig; somit gilt lim /(x) = 0 und 

x —>0 

limsin 2 (x) = 0. Die Funktionen / und g sind differenzierbar mit f'(x) = exp(x) — 1 
imd g'(x) = 2sin(x)cos(x). Weiter sind f und g' auf U definiert und stetig, und es gilt 
lim f(x) = 0 und lirn </(x) = 0. Ferner sind f und g’ differenzierbar mit f"(x) = exp(x) 
und g"(x) ~ 2cos 2 (x) — 2sin 2 (x). Es ist lim exp(x) = 1 und lim 2cos 2 (x) — 2sin 2 (x) = 2 
(aufgrund der Stetigkeit von f" und g"). Damit existiert lim . Mit der Regel von de 


l’Hospital folgt 

1 _ exp(x) __ exp(x) — 1 _ ^ exp(x) — 1 — x 

2 a:—o 2cos 2 (x) — 2sin 2 (x) x->o 2sin(x) cos(x) x->o sin 2 (x) 
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Aufgabe 5 

Esgilt /(0) = cos(0)-exp(0)+l = 1-1+1 = 1 > 0 und /(^gg) = cos(2)-exp( I g S )+l < 0, 
denn cos(2) < 0 und exp( > exp(0) = 1, da die Exponentialfunktion streng monoton 
wachsend ist. 

Als Summe stetiger Funktionen ist / stetig. Mit dem Nullstellensatz von Bolzano folgt, 
dass / in [0, ygg] eine Nullstelle besitzt. 

Die Funktion / ist als Summe differenzierbarer Funktionen auch differenzierbar, und es gilt 
/'(x) = —200sin(200x) — exp(x) < 0 fur x G [0, jgg], denn sin(y) > 0 fur y 6 [0,2] C [0, zr] 
und exp(x) > 0. Also ist / streng monoton fallend auf [0, ygg]. Es folgt, dass / genau eine 
Nullstelle in [0, besitzt. 

Aufgabe 6 


Es ist /(x) = cos(|)sin(x) fur x e R, also 

«§)- 

denn sin(^) = 1. 

Es ist f(x) = — I} sin(|) sin(x) + cos(|) cos(x), also 

./ z 7T. 1 . . ,7I\ . 7T. , 7T. 1 

/ (2) = -5 sm( I> sm < 2 > + ^ 4 1 C0S( 2 > = _ W5’ 

denn cos(|) = 0. 

Weiter ist f"(x) = — |cos(|)sin(x) — sin(|)cos(x) — cos(|)sin(x) = — |cos(|)sin(x) — 
sin(|)cos(x), also 

/"(-) =- 1 -L = - 

V 4\/2 y/2 4v/2' 


Es folgt 


P2 ’^ x) ~y/2 2y/2 {X ~ 


2 ^ 8y/2^ 2 ^ ‘ 
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Aufgabe 5 

Es sind lim (x 3 — 27) = 0 und lim (x — 3) = 0, denn die Funktionen /, g : R —* R mit 
/(x) = x 3 — 27 und g(x) = x — 3 sind auf ganz R stetig und als Polynomfunktionen 
differenzierbar mit stetiger Ableitung. Es sind lim f\x) = lim 3x 2 = 27 und lim g'{x) = 

lim 1 = 1. Somit existiert lim und ist 27. Es folgt lim = 27 mit der Regel von 
de l’Hospital. 



Aufgabe 6 


Fur alle x € (0,1) ist x(l — x) > 0, also y/x(l — x) > 0. Ferner sind /(0) = 0 = /(1). 
Somit liegen fur x = 0 und x = 1 Minima vor. Wir untersuchen die Funktion jetzt auf 
dem offenen Intervall (0,1) auf Extrema. Die Funktion / ist differenzierbar und wir bilden 
mit der Kettenregel die erste Ableitung von /. Es ist 


f(x) = (l-2x) 


1 



Ein Extremum kann nur dann in xo G (0,1) vorliegen, wenn f'(xo) = 0 ist. Wir untersu¬ 
chen also die Funktion auf Nullstellen in (0,1). Es ist 

f'(x o) = 0 <=> — , ° = 0 <=► 1 — 2xo = 0 «=► xo = -. 

2 


Im Prinzip sind wir jetzt schon fertig. Die Funktion / ist auf [0,1] stetig, es gilt /(x) = 0 
fur x = 0 beziehungsweise x = 1, und es ist /(x) > 0 fur alle x € (0,1). Dann kann / 
nicht monoton wachsend sein, muss also ein Maximum auf (0,1) besitzen. Dies kann nur 
fur x = | vorliegen, denn x = | ist die einzige Nullstelle von 

Wir konnen aber auch die zweite Ableitung betrachten. Wir stellen fest, dass /' diflFeren- 
zierbar ist und berechnen f" mit der Quotientenregel: 


/"(*) = 



In die zweite Ableitung setzen wir jetzt xo = j ein und erhalten 

.i 


rd) = 


- < 0 . 


Es folgt, dass in xq = ^ ein Maximum von / vorliegt. 
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Aufgabe 6 


1. Es ist ^/(sin(2x )) 2 = (sin( 2 x ) 2 )3 = sin( 2 x )3 also f(x) = sin( 2 x) 3 . Diese Funktion 
leiten wir mit der Kettenregel ab: 


/'(x) = (sin(2x))' • ^ • sin( 2 x )3 1 


2 (sin( 2 x))' 

3 y/sin(2x) 


Die Ableitung (sin(2x)) / wird wieder mit der Kettenregel berechnet. Es ist (sin(2x)) / = 
2 • cos( 2 x), also 


/'(x) = 


4 cos(2x) 
3 ^sin(2x) 


b 

2. Wir verwenden zur Berechnung partielle Integration, also die Formel f f'(x)-g(x)dx = 
b 

f(x)g(x) |a — / /(x) • g'(x)dx. Dafiir sei f(x) = cos(x) und g(x) = x 2 , also /(x) = 
sin(x) und g'(x) = 2x. Es folgt 

b b b 


J x 2 • cos(x)dx = sin(x) • x 2 |„ — J 2 x • sin(x)dx = sin(x) • x 2 |„ —2 J x ■ sin(x)dx. 


b 

Zur Berechnung von / x • sin(x)dx verwenden wir wieder partielle Integration, und 
zwar jetzt mit f'(x) = sin(x) und g(x) = x, also /(x) = — cos(x) und g'{x) = 1. Es 
folgt 

b b b 

J x ■ sin(x)dx = (— cos(x)) ■ x |„ - J (— cos(x))dx = —x • cos(x) \a+ J cos(x)dx. 

Jetzt verwenden wir, dass sin eine Stammfunktion von cos ist, und es folgt 
b 

J x 2 cos(x)dx = (x 2 sin(x) + 2x • cos(x) — 2 sin(x)) . 


Aufgabe 8 

Sei a G M, a > 0. Die Funktion / : (0, oo —> R mit f(x) = ax — yjx ist differenzierbar, und 
es ist 

f'(x) = a - —= fur x > 0 . 

2y/X 

Es folgt f'(x) = 0, falls x = und f'{x) < 0, falls 0 < x < ^ 7 , und f'(x) > 0, 
falls x > ist. Somit ist / auf (0, ^ 7 ) streng monoton fallend, und auf (^ 7 , 00 ) streng 
monoton wachsend. Die einzige Nullstelle von f ist xo = ^7. Da / in (0, ^7) streng 
monoton fallt und in (^ 7 , 00 ) streng monoton wachst, liegt hier ein Minimmn vor. 
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Aufgabe 8 

Es ist exp(x)(y — x) < exp(y) — exp(x) < exp(y)(y — x) genau dann, wenn exp(x) < 

e»PW- r pW <exp(i , )g il t . 

Da die Exponentialfunktion iiberall stetig und uberall differenzierbar ist, konnen wir den 
Mittelwertsatz auf die Exponentialfunktion im Intervall [x, y] anwenden. Dies zeigt, dass 
es ein Xq € (x, y) so gibt, dass ex P{y)-**P( x ) — exp'(xo) = exp(xo) ist. Da die Expo¬ 
nentialfunktion streng monoton wachsend ist, folgt exp(x) < exp(xo) < exp(y), also 
exp(x) < exp(y ^I^ xp(x) < exp(y). 


Aufgabe 9 


Wir untersuchen die Funktionen zunachst auf Stetigkeit in 0. 

Sei (x n ) eine beliebige Nullfolge. Dann ist (x*) fur alle k € N eine Nullfolge. Sei b n = 
sin (■£-), falls x„ j=- 0 ist, und b n = 0, falls x n = 0 ist. Dann ist ( b n ) beschrankt, und damit 
ist ( Xnb n ) eine Nullfolge. Es ist aber x^b n = /(x n ), und es folgt, dass der Grenzwert von 
(/(x n )) existiert, gleich 0 und damit gleich /(0) ist. Somit ist / fur alle k 6 N stetig in 
x = 0. 


Wir untersuchen die Funktionen jetzt auf Differenzierbarkeit in 0. 
Sei (x n ) eine Folge in R \ 0, die gegen 0 konvergiert. Es ist 


f(xn)-no) 

x n — 0 




lsin (—)• 


Wie im ersten Teil der Aufgabe ist (x£ -1 sin(^-)) fur k > 1 konvergent, und es folgt die 
Differenzierbarkeit der Funktionen in 0 fur k > 1. Ist k = 1, so ist die Funktion in 0 nicht 
differenzierbar. Sei etwa x„ = Dann ist (x n ) eine Nullfolge, aber die Folge (sin(d-)) 
ist nicht konvergent, da sie unendlich oft die Werte —1, 0 und 1 annimmt. Somit existiert 
der Grenzwert der Folge fur k — l nicht. 
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Aufgabe 5 


(a) Es gilt 


n 3 (n + l) 2 _ n 3 (n 2 + 2n + 1) _ n 5 + 2 n 4 + n 3 _ 1 + ^ 

3 n 5 — 27r 3n 5 — 27t 3n 5 — 27r 3 — 

fiir alle n € N. Da lim^oo ^ = lim^oo ^ = lim^oo ^ = 0 gilt, folgt 

2 1 2 1 
lim (1 H-1- ~) = 1+ lim - + lim — = l + 0 + 0 = l 

n-+oo n Tl z n-*oo n n->oc n z 


also insgesamt 


lim (3 — — 3 - lim ^ - 


n 3 (n + l) 2 _ 1 


(b) Wir verwenden die Substitutionsregel mit f(u) — i imd g(x) = x A + 1. Dann ist 
g'{x) = 4x 3 , also 


/•2 r 3 1 4 r 3 1 /-17 i 1 17 1 1 1 17 

l ^Ti dX= ll ^T~l dx = 4 i =iM17)- i M2)= i ln( y ). 


Aufgabe 6 

Sei / : [0,1] —y M definiert durch f(x) = e x ~ l + x 2 — 1 fiir alle i£l. Dann ist / stetig 
und differenzierbar auf [0,1]. Es gilt /(0) = e -1 — 1 < 0 und /(1) = 1 — 1 +1 = 1 > 0. Mit 
dem Nullstellensatz von Bolzano hat / also mindestens eine Nullstelle im Intervall (0,1). 
Weiter gilt 

f(x) = e x_1 + 2x fiir x € [0,1] 

und damit f'(x) > 0 fiir alle x € [0,1]. Die Funktion / ist damit auf dem ganzen Intervall 
streng monoton steigend und kann daher nur hochstens eine Nullstelle haben. Insgesamt 
ist damit gezeigt, dass / genau eine Nullstelle auf [0,1] besitzt. Diese Nullstelle ist genau 
das x € [0,1], fur das 1 — x 2 = e x_1 gilt. 
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Aufgabe 4 

/ ist auf (0, oc) differenzierbar mit /'(x) = jc - *—ln(x)c _I = ^ — ln(x)^ e ~ x . Der Faktor 
e~ x ist immer positiv, das Vorzeichen von f wird also von h(x) = j — ln(x) best burnt. 
Das ist eine stetige Funktion mit (z.B.) h(l) = 1 — 0=1>0, h(e) = £ — 1 < 0 (wegen 
e > 1). Nacli dem Nullstellensatz von Bolzano hat h uud daunt auch /' also mindesteus 
eine Nullstelle x 0 in (0, oc). (Genauer gilt x 0 in (1, e), aber das interessiert uus jetzt niclit.) 
Els hat dort aber auch kochstens eine Nullstelle, denn in (0, oc) sind 4 und — ln(x) streng 
monoton fallend (denn ln(x) ist streng monoton wachsend), insgesamt 1st also h streng 
monoton fallend. (Das folgt auch aus h'(x) = — jt — ^ < 0 fiir x > 0.) Damit ist h(x) > 0 
fur x < xo und h(x) < 0 fiir x > Xo, und dasselbe gilt daim auch fiir /'. Also hat / in xo 
ein Maximum, und es kaim keine weiteren Extrema geben. 


Aufgabe 7 

Wir setzen /(x) = ln(x), g'(x) = x 2 , also /'(x) = j und (z.B.) g(x) = Dann erhalten 
wir mit partieller Integration 
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Aufgabe 7 

Nach Voraussetzung gilt 0 < g'{x) — f'{x) = (g — f)'(x) fiir alle x € (a, 6). Damit ist 
g — f auf [a, b] streng monoton wachsend. Es folgt g(x) — f(x) > g{a) — f(a) = 0 fur alle 
x € (a, 6], also g(x) > f(x) fiir alle x e (a, 6]. 
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Aufgabe 6 

/ mit f(x) — x -1 ln(x) ist auf (0, oo) differenzierbar mit f'(x) — —x -2 ln(x)+x -1 -x -1 — 
x -2 (l — ln(x)). Der Faktor x -2 ist immer positiv, das Vorzeichen von f wird also von 
h(x) = 1 — ln(x) bestimmt. Das ist eine stetige Funktion mit /i(xo) = ()<=>• ln(xo) = 1 <=> 
xo = e , imd weil In monoton steigend ist, ist h monoton fallend; also gilt h(x) > 0 fur 
x < Xo und h(x) <0 fur x > xo, und dasselbe gilt dann auch fur f. f hat somit in xo = e 
ein lokales Maximum, und da /' keine weiteren Nullstellen hat, kann es keine weiteren 
Extrema geben. 

Aufgabe 7 

Wir setzen /(x) = ln(x), g'(x) — x -2 , also f'(x) = j = x -1 und (z.B.) g(x) — —x -1 . 
Dann erhalten wir mit partieller Integration 

2 2 2 
J x~ 2 ln(x)dx — — x -1 ^(x)^ — J (— x -1 )x -1 dx — —^ ln(2) — (—l)ln(l) + J x -2 dx 

l l l 

= -Iln(2)+(—x- 1 )!’ = -iln(2)-i + l = \(1 - ln(2)) . 
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Aufgabe 4 

Es ist f'(x) = 1 — 2sin(x). Aus der Bedingung f'{x) = 0, also sin(x) = 5, folgt, dass 
mogliche Minima und Maxima fur x*. = | + 2kn beziehungsweise y k = ^- + 2kn, k 6 Z, 
vorliegen. Die Funktion /' ist differenzierbar, und es gilt f"(x) = —2cosx. Es ist f"(x k ) = 
—2cos(^) < 0 und f"(yk) = — 2cos(^ L ) > 0. Damit liegt bei x k , k € Z, ein lokales 
Maximinn vor, und bei yk, k € Z, ein lokales Minimum. 

Aufgabe 5 


Als stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall nimmt / irgendwo (moglicher- 
weise mehrfach) in [a, 6] ihr Maxim u m an. 

1. Bedingung (ii) ist Equivalent mit: Fur jedes y € (a, 6] gilt f(y) < /(a). Fiir y = a 
gilt ebenfalls /(a) < /(a), also gilt fur alle y € [a, 6], dass f(y) < /(a), d.h. a ist 
eine Maximalstelle von /. 

2. Sei c € (a, 6); nach Bedingung (i) gibt es dann ein y € (c, 6] mit f(y) > /(c), also ist 
c keine Maximalstelle von /. 

3. Wir wissen bereits, dass a eine Maximalstelle von / ist, und miissen nun noch zeigen, 
dass f(b ) = /(a) gilt. Wir nehmen an, das sei nicht der Fall, dass also /(a) > /(6); 
dann gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein c 6 (a, b) mit /(a) > /(c) > f(b). Wir 
betrachten die Menge A = {x 6 (a, 6)|/(x) = /(c)}; sei xi = sup A. Wegen der 
Stetigkeit von / gilt dann auch f(x i) = /(c) (dazu konnen wir eine beliebige Folge 
betrachten, die in A gegen x\ konvergiert). Daraus folgt, dass a < x\ < b ist (xj = b 
kann wegen /(xi) = /(c) > /(6) nicht eintreten). Nach Bedingung (i) gibt es dann 
ein y € (xi, 6] mit f(y) > f(x i) > /(6), imd erneut nach dem Zwischenwertsatz 
muss in ( y,b ) (also rechts von x^!) ein weiteres X2 mit /(x2) = /(xj) liegen - im 
Widerspruch dazu, dass xi = sup A war. Also war unsere Annahme falsch, d.h. es 
gilt f(b) = /(a). (Direkt mit a an Stelle von c zu argumentieren, funktioniert nicht 
- es konnte A = {a} sein, und Bedingung (i) ware nicht anwendbar!) 
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Aufgabe 5 

/ ist auf R differenzierbar mit f\x) = cos(x) — x • sin(x). Das ist eine stetige Funktion 
mit /'(0) = 1 — 0 = 1 > 0, / ; (f) = 0 — \ • 1 < 0 . Nach dem Nullstellensatz von Bolzano 
hat damit f also mindestens eine Nullstelle xo in (0, ^). Es hat dort aber auch hochstens 
eine Nullstelle, denn in (0, f) gilt f"(x) = — sin(x) — sin(x) — x cos(x) < 0 (weil sin(x) und 
cos(x) in (0, §) positiv sind), also ist f in (0, §) streng monoton fallend. Somit hat f in 
(0, \) genau eine Nullstelle xq, und wegen /"(xq) < 0 liegt hier ein Maximum von / vor. 



Aufgabe 7 


a) Wir setzen /(x) = x , g'(x ) = cos(x), also f'(x) = 1 und (z.B.) g{x) = sin(x). Dann 
erhalten wir mit partieller Integration 

Jx-cos(x)dx = x-sin(x)|J — ^ 1 • sin (x)dx = x • sin(x)|J — (— cos(x))|q 
o o 

= x • sin(x)|J + cos(x)|q = n • sin( 7 r) — 0 • sin(O) + cos( 7 r) — cos(O) 

= 0 — 0 + (— 1 ) — 1 = -2 . 

b) Wir substituieren x — 1 = g(x), also g'(x) = 1 , 5 ( 2 ) = 1 , 5 ( 3 ) = 2, und erhalten 

J X | tfx = J ^ g\x) dx = j — ^ du = Jl + — du = u + 21n(u)|j 
2 2 11 

= 2 + 2 ln( 2 ) — (1 + 2 ln(l)) = 2 + 2 ln( 2 ) — (1 + 0) = l + 21 n( 2 ). 


SS 16 

Aufgabe 6 


Sei D — [—y/2, y/2] C R und / : D -+ R mit f(x) = s/2 — x 2 fiir alle x e D. 

(a) Mit der Kettenregel gilt 


/'(*) = - 


’2V2=x* { 2X) y/2^x* 

fiir alle x G (—\/2, \/2). Weiter ist mit der Ketten- und Quotientenregel 


r (x)=- 


( y / 2^) 2 


( y / 2^) 2 


(v/2^2) 2 


2 

(^^ 2)3 


fur alle x € (—\/ 2 , \/ 2 ). 

(b) Hat / ein lokalen Extremum bei x € (—v^2, \/2), dann gilt /'(x) = 0, also = 

0. Das ist nur fur x = 0 erfiillt. Da f"( 0) = — < 0 gilt, liegt bei x = 0 ein lokales 

Maximum vor. Nun miissen noch die Randwerte x = —y/2 und x = y/2 betrachtet 
werden. Es gilt /(x) > 0 fiir alle x € (—\/2, \/2) und /( —\/2) = /(\/2) = 0. Also 
liegt bei beiden Punkten ein lokales Minimum vor. 


(c) Fiir das zweite Taylorpolynom von / in Xq = 1 gilt 

«,l(*) = - 1 )° + =^(Z - 1 ) + - l ) 2 = 1 - (X - 1 ) - (Z - l) 2 . 
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Aufgabe 4 

Fur /(x) = , x G I = [0, oo) gilt /(0) = 0 und /(x) > 0 fur x > 0; damit liegt in 

x 0 = 0 ein globales (und damit gleichzeitig lokales) Minimum vor. Nim suchen wir nach 
moglichen weiteren Extrema im offenen Intervall (0, oo); dort miisste die Ableitimg der 
(rationalen und damit auf dem ganzen Definitionsbereich differenzierbaren) Funktion / 
eine Nullstelle haben. Wegen 

, _ 2x(x 3 + 1) — x 2 (3x 2 ) _ 2x — x 4 _ x(2 — x 3 ) 

f = (x 3 + l) 2 = (x 3 + l) 2 = (x 3 + l) 2 

ist das fiir x > 0 nur bei xi = \/2 der Fall. Weiter lasst sich /'(x) > 0 fiir 0 < x < \/2 
und f'(x) < 0 fur x > \/2 ablesen, also ist f streng monoton steigend auf [0,xi) und 
streng monoton fallend auf (xj, oo), also ist in xi = \/2 das einzige lokale (und globale) 
Maximum. 

Aufgabe 5 

Wenn / und g auf I differenzierbar sind, gilt das auch fur h mit h(x) — /(x) • g(x). 
Gleichzeitig ist h(a) = h(b) = 0 (wegen /(a) =0 bzw. g(b) = 0). Also existiert nach dem 
Satz von Rolle ein xo € (a, 6) mit h'(x o) = 0, d.h. f(x 0 )g l (xo) + f'(xo)g(xo) = 0. Da wegen 
der strengen Monotonie a die einzige Nullstelle von / und b die einzige Nullstelle von g ist, 
konnen wir durch /(xq) mid g(x o) dividieren mid erhalten wie behauptet 


Aufgabe 7 


Der Zahler des Integranden ist (fast) die Ableitung des Nenners, daher substituieren wir 
x 3 + 1 = g(x), also g'(x) — 3x 2 ,g(0) — l,g(2) — 9, und erhalten 



lJ^xj 3 ' (x}dx - \h du - l lnW [ 

o 1 

|(ln(9)-ln(l)) = ^. 
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Aufgabe 5 

(a) Die Menge A der ungeraden natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrankt, 
besitzt also auch kein Maximum. Sie ist nach unten beschrankt (zum Beispiel durch 
1), und 1 ist auch ihr Minimum. 

(b) Es gilt 

B = {x € Q | x 2 — 1 > 0} = {x € Q | x 2 > 1} = {x € Q | x < — 1 oder x > 1}. 

Die Menge ist also weder nach oben noch nach unten beschrankt, und sie besitzt 
weder Minimum noch Maximum. 



(c) Es ist 


C = {x € R | \x - 1| - 1 < 0} = {x € R | \x - 1| < 1} = {x e R | 0 < x < 2}. 

Die Menge ist also zum Beispiel durch 0 nach unten und durch 2 nach oben be- 
schrankt, besitzt aber weder Minimum noch Maximum. 

(d) Mit der ersten binomischen Formel erhalten wir 

D = {xe R|x 2 + 2x+1<1} = {x€M|(x + 1) 2 <1} = {x€R|-2<x<0}. 

Die Menge ist also zum Beispiel durch —2 nach unten und durch 0 nach oben be- 
schrankt. Aufierdem ist —2 das Minimum und 0 das Maximum von D. 
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Aufgabe 5 


In alien Punkten x € [0,7r] \ {f} ist f a Quotient stetiger Funktionen, wobei der Nenner 
nicht 0 ist. Also ist f a dort stetig, und wir miissen nur noch den Punkt x = f untersuchen. 
Die Funktion f a ist stetig in x = f, wenn lim x _>| / a (x) = /(f) = a gilt. Es ist 


lim f a (x) = lim 


sin(2x) 


§ cos(x) ' 


Es gilt (weil sin und cos stetig sind) lim x _y 2 i sin(2x) = sin(7r) = 0 und lim ^^.1 cos(x) = 
cos(f) = 0. Wir konnen also versuchen, die Regel von de l’Hospital anzuwenden. Zahler 
und Nenner sind differenzierbar, und wir betrachten 


(sin(2x))' _ 2cos(2x) _ 2cos(2x) 
(cos(x)) / — sin(x) sin(x) 


Nun gilt 


x->§ sin(x) 

also mit der Regel von de l’Hospital auch 


>s(2x) -2 


sin(2x) _ 
cos(x) 2 ‘ 


Fiir a = 2 ist also f a stetig, fiir alle a / 2 ist f a nicht stetig. 


Aufgabe 6 


Die Funktion / ist als Differenz zweier stetiger und differenzierbarer Funktionen auf ganz 

M stetig und differenzierbar. Weiter gilt /(0) = —1 < 0 und /(f) = 1 — e - 2 =1-V. 

Da f > 1 gilt, ist A- < i und damit 1 —y > 1 — | > 0. Es ist also /(f) > 0. Aus dem 
Nullstellensatz folgt nim, dass / im Intervall [0, f ] eine Nullstelle besitzt. Weiter gilt 

f'(x) = cos(x) + e~ x , 

wobei cos(x) > 0 fur 0 < x < f und e~ x > 0 fiir alle x € K gilt. Das heifit, f'(x) > 0 fiir 
alle x € [0, f], also ist / streng monoton wachsend und damit injektiv in diesem Intervall. 
Damit ist gezeigt, dass es nur eine Nullstelle im Intervall [0, f] geben kann. 
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Aufgabe 5 

Wir betrachten die Funktionen /, g : R -» R, f(x) = e ~ x , #(x) = yf^y . Sie sind auf ganz 
R stetig und differenzierbar (g ist eine rationale Funktion, deren Nenner keine Nullstelle 
hat). / ist als Spiegelung der e-Funktion an der y-Achse streng monoton fallend (f'{x) = 
—e~ x < 0). Wir untersuchen die (ebenfalls stetige und differenzierbare) Differenzfunktion 
h = f — g auf Nullstellen. Fur x < 0 gilt f(x) > /(0) = e° = 1, g(x) = ^f^y < 1, also 
jedenfalls h(x) > 0. In x = 0 gilt h( 0) = e° — j = e° = 1 > 0 (auch hier liegt also keine 
Nullstelle vor), in (z.B.) x = 1 gilt dagegen h( 1) = e -1 — y^y — \ ~ \ = ^ < 0 (wegen 
e > 2). Also hat h nach dem Nullstellensatz mindestens eine Nullstelle im Intervall (0,1). 
In ganz (0, oo) kann es aber hochstens eine geben, denn wegen 


h\x) = 


2x • (x 2 + 1) — x 2 • 2x 
(x2 + 1)2 


2x 

(x2 + 1)2 


<0 


fiir 


x > 0 


ist h streng monoton fallend auf ganz (0, oo). Also gibt es genau ein x (und zwar in (0,1)) 
mit /(x) = g(x). 


Aufgabe 7 

Wir setzen /(x) = ln(x), g'(x) = ^ = x -1 / 2 , also f(x) = ^ , g(x) = 2X 1 / 2 = 2y/x, und 
erhalten mit partieller Integration 



2 

= 2v^21n(2) - 0 - J 2x~ 1/2 dx = 2v^ln(2) - 2 • 2x 1/2 |^ 


= 2 v / 21n(2)-4(V^-1) = \/2(2 ln(2) - 4) + 4 . 
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Aufgabe 5 

Als Produkt und Verkettung stetiger Funktionen ist / fiir igE \ {0} stetig. Es muss also 
nur noch der Punkt 0 betrachtet werden. Da |sin(j)| beschrankt ist und lim^o x 3 = 0 
gilt, folgt auch limx -,.0 /(x) = lim I _ > o(£ 3 | sin( j)|) = 0 = /(0). Somit ist / stetig im Punkt 
0 und damit auf ganz R. 


Aufgabe 6 


Angenommen, / ist nicht injektiv. Dann existieren x, y € [a, 6 ] mit x < y und f(x) = f(y). 
Mit dem Mittelwertsatz (oder dem Satz von Rolle) angewendet auf das Intervall [x, y] gibt 
es ein z € (x, y) mit 


'( 2 ) - /(y) ~ /( x ) _ 


Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass /'(xo) 7 ^ 0 fiir alle x 0 € ( a,b) also 
insbesondere auch fiir alle xq € (x, y) gilt. Also ist / injektiv. 


(/' kann durchaus unstetig sein, siehe z.B. die Klausur vom WS 17/18 - man kann also 
nicht sofort folgem, dass f entweder strikt positiv oder strikt negativ sein und deshalb / 
streng monoton und daher injektiv sein muss. Erst nachdem wir die Injektivitat gezeigt 
haben, folgt mit 15.2.12 auch die Monotonie und damit das eindeutige Vorzeichen von /'.) 



